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Abstract. This text presents a software to play and solve the Eigth Queen
Problem. The user can control the dimension of the board, from 4x4 up to 8x8,
adapting the difficulty level for his/her own capability. This text formulates
the problem and discusses some mathematical subjects that can be exploited
by it. At the end, it describes some experiences in classroom from elementary
and middle school and also from the college, where this problem has been
used as a pedagogical resource for the teaching and learning of mathematics.

Resumo. Neste texto, apresentamos um software para o problema das 8
Rainhas que permite ao usuario tanto jogar quanto visualizar todas as
solugdes do problema. O software também permite regular a dimensdo do
tabuleiro, do tamanho 4x4 até 8x8 (problema original), possibilitando ao
usuério controlar o grau de dificuldade do problema. O texto apresenta o
problema e discute como alguns conteGdos de matemética podem ser
explorados com o mesmo. Também, sdo relatadas algumas experiéncias em
sala de aula (ensino fundamental, médio e superior) onde este problema foi
discutido e o software apresentado.

1. Introducéo

Nesta secdo destacamos alguns pontos sobre a utilizagdo de jogos e também das
tecnologias da informagdo e comunicacdo (TIC’s) como um recurso pedagogico. A
secdo 2 apresenta o problema das 8 rainhas; a secdo 3 descreve 0s principais recursos do
software; a se¢do 4 discute os conteudos que podem ser explorados com este problema;
a secdo 5 apresenta relatos de uso do problema em sala de aula e a metodologia que tem
sido utilizada. Por fim, a se¢do 6 apresenta as conclusdes.

Nos ultimos anos, tem havido um esforco por parte dos 6rgéos responsaveis pela
educacdo (federal, estadual e municipal) para uma utilizacdo sistematica de jogos e
desafios em sala de aula. OrientagBes pedagdgicas neste sentido podem ser vistas nos
Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s): “Os jogos podem contribuir para um
trabalho de formacdo de atitudes — enfrentar desafios, lancar-se a busca de solucdes,
desenvolvimento da critica, da intuicdo, da criacdo de estratégias e da possibilidade de
altera-las quando o resultado ndo é satisfatorio — necessarias para aprendizagem da
Matematica.” [Brasil, 1998, pagina 47].

A Secretaria de Estado da Educagdo (SEE-SP) tem estimulado esta abordagem,
desenvolvendo softwares e textos didaticos para explorar jogos, [Sdo Paulo, 1998].
Destacamos ainda 0 apoio a projetos nesta linha por parte das agéncias de pesquisa,
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como por exemplo, a chamada publica 02/2006 MCT/FINEP/MEC “Jogos Eletrdnicos
Educacionais”, visando a producdo e disseminagéo de jogos eletronicos educacionais.

Usualmente, os enunciados dos jogos e desafios sdo bastante simples, acessiveis
aos alunos, inclusive aqueles do ensino fundamental. Por outro lado, a participacdo
nestes jogos requer concentracdo, calculo mental e andlise de possibilidades, sendo um
verdadeiro desafio para os alunos. [Grando, 2000].

A utilizacdo das TIC’s nas escolas também tem sido objeto de atengdo por parte
destes oOrgdos. Segundo os PCN’s, “a utilizacdo de recursos como o computador e a
calculadora podem contribuir para que o processo de ensino e aprendizagem de
Matematica se torne uma atividade experimental mais rica, sem riscos de impedir o
desenvolvimento do pensamento, desde que os alunos sejam encorajados a desenvolver
Seus processos metacognitivos e sua capacidade critica...”. [Brasil, 1998, pg. 45].

O problema das 8 Rainhas e o software correspondente tem sido utilizado com
sucesso pelo autor deste artigo tanto no ensino superior, nas disciplinas de Andlise
Combinatoria e também na disciplina de Algebra, quanto em programas de formagéo
continuada de professores de matematica do ensino fundamental e médio da rede
publica, veja [Zeni, 2005]. Estes professores por sua vez, tém levado o jogado para a sua
sala de aula, apresentando relatos positivos da atividade realizada, conforme discutido
na se¢do 5 deste artigo.

O Problema das 8 Rainhas é um jogo solitario, sem adversarios, do tipo quebra-
cabecas, assim como os jogos Torre de Handi e Quadrado Mégico. Ele ndo é um jogo de
treinamento, isto é, ndo requer uma habilidade matemaética especifica para se jogar,
como se requer em alguns jogos, como o Jogo do Resto ou Soma Zero, veja [Zeni,
2007]. Entretanto, além de desenvolver atitudes necessérias para a aprendizagem da
matematica, o problema das 8 Rainhas permite explorar certos conteidos matematicos
que se revelam apds um olhar mais atento, conforme discutido na se¢éo 4 deste artigo.

O software para o problema das 8 Rainhas e as metodologias para sua aplicagdo
em sala de aula descritas neste artigo podem ser classificados como Instru¢do Auxiliada
pelo Computador (em inglés, CAl), veja [Valente, 1989]. O software em particular, se
destaca ao permitir ao usuério a experimentacdo (ao jogar) e também explorar a
complexidade do conjunto de solugdes (ao exibir todas as solucdes).

2. O problema das 8 Rainhas

O problema das 8 Rainhas é um problema famoso, cujos primeiros relatos datam do
inicio do século XIX, estudado por Gauss e bem conhecido dos livros que tratam de
combinatdria ou matematica recreativa.

Formulacéo do problema: o problema das oito rainhas consiste em dispor 8 rainhas em
um tabuleiro 8x8 de tal modo que elas néo se ataquem.

No jogo de xadrez, as rainhas se atacam (ou se movimentam) tanto na horizontal
guanto na vertical e também ao longo das diagonais, veja o diagrama da esquerda na
figura 1 abaixo. Além das diagonais principais, deve-se considerar também as diagonais
menores. Assim, 0 objetivo deste problema é colocar 8 rainhas no tabuleiro de modo
gue ndo se ataquem por nenhum destes caminhos (linhas, colunas ou diagonais).
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SimplificagBes: devido a complexidade do problema e as inUmeras possibilidades que
ele admite, é conveniente para o iniciante fazer algumas simplifica¢fes, diminuindo o
tamanho do tabuleiro. Assim, podem ser usadas quatro rainhas num tabuleiro 4x4 ou
cinco num tabuleiro 5x5 e assim por diante, a critério do jogador. O diagrama da direita
na figura 1 abaixo mostra uma solucdo do problema das rainhas para um tabuleiro 6x6.
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Casas que séo atacadas por uma rainha. Uma solugdo para um tabuleiro 6x6.

Figura 1. Exemplos iniciais.

3. Sobre o software

Este € um software executavel para a plataforma Windows, foi desenvolvido no
ambiente Delphi e tem uma interface grafica com o usuério de boa qualidade. Ele é de
facil utilizago, requer basicamente o uso do mouse, sendo acessivel a pessoas que nao
tém quase nenhum conhecimento de informatica. O software é gratuito e esta disponivel
na internet. [Zeni, 2005, item “Aulas”, aula do dia 04 de junho].

Parte da tela inicial do software, mostrando o menu principal, é exibida na
imagem & esquerda na figura 2 abaixo. Apds selecionar o item “Solugdes” ou o item
“Jogar”, o usuario deve inicialmente escolher um tamanho para o tabuleiro, veja
imagem a direita na figura 2.

Problema das Dito Rainhas - Jogo

s Problema das & rainhas ? :
= Selecione o Tamanho do Tabuleio————
Solucdes  Jogar DCefinicdes  Sair ’7(‘ B4 BB EME  TeT 6 gen

Menu principal. Botdes para selecéo do tabuleiro.

Figura 2. Parte das telas inicial (a esquerda) e do item “Jogar” (a direita).
No item “Jogar”, o software exibe um tabuleiro do tamanho selecionado, com

uma linha adicional (cabegalho) contendo uma rainha para cada coluna, veja figura 3
abaixo. Para mover uma rainha, o usuario deve arrasta-la para a posicéo desejada.

Figura 3. Parte da tela de “Jogar”, mostrando um tabuleiro 4x4 e duas rainhas
posicionadas pelo usuario.
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Retornando ao menu principal, o item “SolucBes” permite que o usuério veja
todas as solucbes do problema para o tamanho selecionado. O software exibe o
diagrama de uma solugdo (aquela que esté selecionada na tabela) e também uma tabela
com todas as solucgdes codificadas (a codificagdo serd explicada na proxima se¢do), veja
figura 4 abaixo. Para exibir o diagrama de outra solugdo, o usuério deve seleciona-la
através do mouse ou das teclas de movimentagéo, | e T.

Posigao [linha) das Rainhas em cada
coluna do Tabuleiro

B2 Solugdo: 31
B2 Solugdo 35

72 Solugso: 41

108 Solugso: 53142

Total de Solugdes = 10

Selecione uma linha para ¥isualizar

Figura 4. Parte da tela de “Soluc¢fes”, mostrando o diagrama de uma solucéo (a
primeira solucdo) e a tabela com todas as solu¢des para um tabuleiro 5x5.

4. Explorando o problema das 8-Rainhas

Nesta se¢cdo fazemos uma breve exposicdo de atividades que podem ser desenvolvidas
com o problema das 8-Rainhas. Em [Zeni, 2005], no item “Aulas”, aula do dia 04 de
junho, pode-se encontrar outros textos que descrevem estas atividades em maiores
detalhes.

Problemas iniciais: inicialmente, podem ser apresentados (na lousa ou impresso) para
os alunos alguns problemas relativos a movimentagdo das rainhas, conforme mostra o
diagrama a esquerda na figura 5 abaixo (compare com a figura 1).

Em seguida, podem ser apresentados diagramas em que se pede aos alunos que
verifiguem se sdo ou ndo solucdes, veja diagrama a direita na figura 5 abaixo.

Marque as casas que séo Verifique se este diagrama
atacadas pela rainha. € ou ndo uma solugao.

Figura 5. Problemas Iniciais.

Depois, pode-se propor aos alunos a resolugéo do problema em si, iniciando com
tabuleiros menores. Estas atividades desenvolvem no aluno a concentragdo, a
experimentacdo e um “calculo mental” (visdo do tabuleiro) relativo a linhas, colunas e
diagonais do tabuleiro.
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Codificacdo das solucBes: uma solucéo para um tabuleiro nxn pode ser representada por
uma sequéncia de n nameros, sendo que cada nimero representa a posigdo-linha (ou
simplesmente, linha) de uma rainha no tabuleiro. O primeiro nimero da sequéncia
representa a linha da rainha que esta na primeira coluna, o segundo nimero da sequéncia
representa a linha da rainha que estd na segunda coluna e assim por diante. A figura 4,
secdo 3, exibe o diagrama da solucdo codificada pela sequéncia (1, 3, 5, 2, 4), a primeira
solucéo encontrada pelo sistema para um tabuleiro 5x5.

Podem ser propostos aos alunos problemas de conversdo (codificagdo e
decodificagcdo) entre as representacOes (diagramas e sequéncias) das solugdes, por
exemplo, codifique a solugéo apresentada na figura 1. Ou ent&o, desenhe os diagramas
que representam as solucdes codificadas na tabela da figura 4.

Simetrias: através das transformacfes de simetria do quadrado (tabuleiro) é possivel
obter outras solucdes a partir de uma solu¢do dada. As simetrias do quadrado s&o
basicamente reflexdes através de alguns eixos que passam pelo centro do quadrado
(ditos eixos de simetria) e o dividem em duas partes iguais e também, algumas rotagdes
ao redor do centro do quadrado. [Farmer, 1999].

Na figura 6 abaixo, o diagrama central representa uma solucdo para o
problema das rainhas em um tabuleiro 5x5. Neste diagrama, estdo indicados dois eixos
de simetria, horizontal e vertical. As transformagdes de simetria, neste caso, sdo as
reflexdes nestes eixos. Na mesma figura, o diagrama a esquerda representa a solugao
obtida a partir do diagrama central por reflexdo no eixo horizontal, enquanto que o
diagrama a direita representa a solugéo obtida por reflexdo no eixo vertical.
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Solugédo obtida por reflexdo
no eixo horizontal.

Solucgéo obtida por reflexdo
no eixo vertical.

Solucao dada.

Figura 6. Solucdes relacionadas por simetria de reflexao.

Além de problemas deste tipo (dada uma solugdo, determine outras solucdes por
reflexdes nos eixos de simetria horizontal e vertical), pode-se pedir aos alunos para
descrever outros eixos de simetria do quadrado e utilizar estas simetrias para obter
outras solucfes a partir de uma solucdo dada. Existem mais dois eixos de simetria do
quadrado, correspondentes a diagonal principal e a diagonal secundéria.

Analise Combinatdria: ao tentar resolver o problema das rainhas por tentativa e erro,
uma questdo que se coloca é sobre o universo da busca que se tem a considerar, em
outras palavras, a quantidade de diagramas (solugdes ou ndo) que se deve analisar para
encontrar todas as solugdes. Este universo da busca depende do método e da estratégia
considerada, conforme veremos a seguir.
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Problema 1: quantas maneiras existem para colocar 8 rainhas no tabuleiro?
Resposta: das 64 casas do tabuleiro deve-se escolher 8 casas distintas (ndo importa a
ordem); o resultado é a combinacdo de 64 com 8, ou seja, C(64, 8) = 4.426.165.368,
mais de 4 bilhdes de possibilidades.

Problema 2: quantas maneiras existem para colocar 8 rainhas no tabuleiro com a
restricdo de que em cada coluna sé tenha uma rainha? Resposta: o resultado segue do
principio multiplicativo e é igual a 8% = 16.777.216, quase 17 milhdes de possibilidades.

Problema 3: quantas maneiras existem para colocar 8 rainhas no tabuleiro com a
restricdo de que em cada coluna e em cada linha s6 tenha uma rainha? Resposta: para
cada coluna, deve-se escolher uma linha dentre as oito possiveis, mas agora as linhas
escolhidas em colunas diferentes devem ser diferentes. Assim, o resultado é a
permutacdo das 8 linhas, que € igual a 8! = 40.320, quase 40 mil possibilidades.

O algoritmo de busca do software, utilizado no item “Solugdes”, é baseado no
raciocinio do problema 3, um algoritmo para arranjos e permutagdes. Na prética, o
usuario desenvolve intuicdo e estratégias que permitam encontrar algumas solugdes sem
ter que percorrer todas as possibilidades.

5. Relatos de uso do problema em sala de aula

Relatos de aulas em que o problema das 8-Rainhas foi apresentado, mostram que o
problema desperta o interesse dos alunos. A busca por solugdes desenvolve nos alunos a
iniciativa, a criatividade e desperta a curiosidade, permitindo que se explore outros
topicos além do problema inicial.

A metodologia tem sido apresentar o problema das 8-Rainhas (como exposto na
secdo 2), propondo em seguida os problemas iniciais (veja se¢do 4), que podem ser
feitos no caderno ou em material impresso (xerox). Depois, pode-se apresentar 0 jogo
em formato artesanal e/ou no computador, deixando os alunos a vontade para tentar
obter solucBes. Depois disso pode-se discutir a codificacdo das solugdes, conforme
discutido na secdo 4. O tempo para estas atividades € cerca de uma hora e meia (90
minutos), dependendo do nivel de escolaridade da turma.

Conforme o interesse do grupo, pode-se discutir a questdo da simetria de
reflexdes ou de andlise combinatéria (cerca de uma hora e meia para cada item). A
discussdo de simetria ndo necessita de pré-requisitos, os alunos tém uma nogao intuitiva
do assunto e aprendem rapido a realizar as atividades. Entretanto, a discussdo de anélise
combinatdria necessita que eles tenham tido algum contato com técnicas de contagem,
em particular, com o principio multiplicativo e de preferéncia com arranjos,
permutacdes e combinacdes.

Formacao continuada de professores do ensino fundamental e médio: nestes cursos, em
que o autor deste artigo foi docente, a proposta de trabalho com o problema das 8-
rainhas foi bem recebida pelos professores de modo geral, 0 que motivou alguns deles a
levarem o problema para suas salas de aula.

Ensino fundamental, 5% & 8% série: relatos de professores que levaram o problema para
sua sala de aula mostram que o problema é acessivel aos alunos, que 0s mesmos se
envolvem com ele e que este serve para desenvolver nos alunos atitudes necessarias para
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a aprendizagem da matemética. A codificacdo das solucbes e andlise de simetrias
podem ser absorvidas por estes alunos.

Ensino médio: os professores que trabalharam com este problema no ensino médio
tinham por objetivo uma introducéo a matrizes (feita usualmente no 1° ano). Nao houve
relatos de professores que abordaram a questdo de combinatoria através deste problema,
talvez porque combinatdria seja usualmente abordada apenas no fim do 3° ano do EM.

Ensino superior: o autor deste artigo trabalhou com este problema na disciplina de
Anélise Combinatoria, no curso de Ciéncia da Computacédo, explorando os problemas
descritos na se¢do 3. Em particular, esta versdo do software foi desenvolvida nesta
disciplina no ano de 2003 por um aluno deste curso, orientado pelo autor deste artigo.

Também, o autor abordou este problema na disciplina de Algebra no curso de
Matematica. As simetrias do quadrado formam um total de oito operagdes (4 reflexdes e
4 rotagdes, incluindo a identidade) que constituem um grupo: o grupo diedral Dg. A
questdo das simetrias foi utilizada como uma introducdo a teoria de grupos, em
particular, como uma preliminar a apresentagdo formal dos grupos diedrais que sao
grupos de simetrias dos poligonos regulares. Esta formalizacdo pode ser vista em
[Domingues e lezzi, 1982, pg. 85 a 88]. Além disso, a utilizacdo das simetrias para
construcéo de outras solucdes é uma aplicagdo da teoria de grupos.

Este problema também pode ser apresentado nas disciplinas de programacéao
e/ou estruturas de dados do curso de Ciéncia da Computacdo. O problema permite
explorar as estruturas de repeticdo e condicional e variaveis desde as mais simples,
como vetores e matrizes, até mais avancadas, como grafos, veja [Wirth, 1986] e
[Boaventura Netto, 2001, pg. 121].

6. Conclusao

O problema das 8 Rainhas permite o desenvolvimento de varias habilidades necessarias
a aprendizagem matematica, tais como a concentracdo e a experimentacdo, e permite
também explorar alguns conteddos matematicos, abrangendo diferentes niveis de
escolaridade. A boa receptividade por parte dos alunos e o envolvimento demonstrado
pelos mesmos, mostram que este problema merece um lugar no repertério de atividades
dos professores. Uma possibilidade para pesquisa é explorar problemas semelhantes,
desenvolvendo material, texto e software, explorando conteidos matematicos e
observando suas aplica¢cdes em sala de aula, o que deve contribuir para a metodologia
proposta e também fornecer indicagdes sobre a viabilidade ou nédo da atividade.

Em relagdo ao software, as vantagens de apresentar o jogo das 8-Rainhas no
formato eletrénico sdo vérias. Em relacdo ao item “Solugdes”, mencionamos as
seguintes vantagens:

(i) complexidade: ao exibir todas as solu¢des do problema, o software permite algo que
ndo seria possivel de se realizar com lapis e papel. Segundo [Russel e Norvig, 2004, pg.
88], por volta de 1850, Gauss encontrou apenas 42 solug¢des do problema.

(if) fonte de informacdo: estas solugbes podem ser analisadas de diversos angulos,
servindo de referéncias para outros topicos, como por exemplo, a questdo da codificacéo
e das simetrias. Também, a visualizacdo das solucbes permite aos alunos levantarem
questdes por si mesmos.

370



ff\;"/_\ Anais do XXVIl Congresso da SBC 30 de junho a 06 de julho de 2007
e WIE - Xl Workshop sobre Informatica na Escola Riz de Janesiro, R

Em relacdo ao item “Jogar”, destacamos

(iii) experimentacdo: o fato de jogar desenvolve no aluno a concentragdo, o calculo
mental (visdo do tabuleiro), andlise de possibilidades, a capacidade de antecipagdo e o
desenvolvimento de estratégias que permitam resolver o problema.

Entre as desvantagens do jogo eletrbnico, foi observado que no computador as
acOes sdo mais rapidas, o jogador se mostra mais ansioso em encontrar uma solugdo. Em
particular, no jogo artesanal, ele tem de verificar a resposta por si proprio, enquanto que
no formato eletrénico basta apertar um bot&o, o que contribui para reduzir o tempo de
analise gasto pelo jogador.
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